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Résumeé—Nous présentons une méthode numérique qui permet de résoudre équation de la chaleur
appliquée aux phénoménes instationnaires qui apparaissent pendant la trempe. Cette méthode fournit
la distribution bidimensionnelle de la température dans un cylindre au cours du refroidissement. Elle
utilise une technique de différences finies basée sur un schéma implicite.

On utilise les conditions limites représentant le transfert de chaleur entre un solide et un liquide
vaporisable. On compare I’évolution expérimentale de la température et les résultats obtenus par cette
méthode dans le cas d’une trempe dans I'eau bouillante.

Cette méthode permet également d’étudier, d’'une fagon indirecte, les caractéristiques de vaporisation

d’un liquide pendant la trempe.

NOTATIONS
¢, chaleur massique;
H, demi hauteur du cylindre;
i, coordonnées d’un point courant;
M,  nombre de points sur 'axe;
N, nombre de points sur le rayon;
r, rayon d’un point intérieur du cylindre;
R, rayon du cylindre;
t, temps;
T, répartition globale de la température;
U, répartition de la température sur le rayon;
v, répartition de la température sur P'axe;
z, cote d’un point intérieur du cylindre;
2, E’;—, diffusivité thermique;
Ar,  pas d’espace sur le rayon;
Az, pas d’espace sur laxe;
¢, densité de flux de chaleur;
A, conductivité thermique;
0 masse volumique;
g, température utilisée dans 'équation de la
chaleur;
6o,  température initiale.

POSITION DU PROBLEME

LA conNpucTION de la chaleur au sein du métal pen-
dant la trempe provoque lexistence de gradients de
température qui évoluent rapidement au cours du
temps. Il est important de connaitre Pévolution de la
distribution de température & I'intérieur de la piéce
trempée pour prévoir les contraintes qui 8’y dévelop-
pent. Celles-ci ont en effet une influence considérable
sur le comportement du matériau (usinabilité, défor-
mations a l'usinage, tenue en fatigue).

En pratique, la mesure précise de quelques évolutions
de température au sein de la piéce est délicate et ne
permet que des résultats ponctuels. De plus, il est im-
possible de mesurer avec précision I'évolution de la
température d’un point de Ia surface sans modifier les

phénomeénes diphasiques d’échange thermique entre le
solide et le liquide de trempe.

Soit un cylindre de dimensions finies maintenu a
une température constante (par exemple 800°C) et
immergé au temps ¢ = 0 dans un liquide vaporisable
comme P'eau bouillante.

On sait [1-3], comme le schématise la Fig. 1 que,
en un point de I'éprouvette le refroidissement s’effectue
successivement selon trois modes d’échange de chaleur:

(a) la caléfaction qui survient & haute température:
un film de vapeur isole I'éprouvette du liquide, le
refroidissement est lent.

{b) I'ébullition nucléée, caractérisée par un contact
direct liquide de trempe—surface du métal, qui
apparait & une température déterminée de la
surface d’échange: de grosses bulles de vapeur se
forment i la surface du métal et le refroidissement
est trés rapide.

{c} la convection, qui s’instaure progressivement:
I'échange de chaleur seffectue par mouvement
de fluide et se ralentit considérablement.

Ces phénomeénes sont caractérisés par une courbe
de vaporisation, dite “courbe de Nukiyama” [4]
(Fig. 2), qui définit le domaine d’existence des différents
régimes. Notons que cette courbe, caractéristique du
liquide, est obtenue par des expériences délicates de
régime permanent et peut servir de condition limite
pour I'¢tude mathématique des refroidissements par
trempe.

Le probléme se complique encore si, comme le
montre le cliché de la Fig. 1, on note lexistence de
gradients de température axiaux qui sont révélés par
la coexistence des différents modes de vaporisation a
la surface de I’éprouvette [5].

En pratique, on sait mesurer correctement les vari-
ations en fonction du temps de la température du
centre géométrique de Iéprouvette. Connaissant
Tallure approximative des conditions aux limites indi-
quées par la courbe de vaporisation, on cherche &
déterminer la répartition dans Tespace 6{r,z) de la
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F1G. 1. {a) Courbe de refroidissement {température au centre fonction du temps

d’une éprouvette en nickel ¢ = 16mm, 2H = 48 mm) trempée depuis 800°C dans
'eau bouillante. (b) Photographie de I’éprouvette pendant la transition caléfaction—
ébullition nucléée.
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F1G. 2. Courbe de Nukiyama [4] dans le cas de 'eau bouillante, qui
porte, en régime permanent, la densité de flux de chaleur extraite, en
fonction de la différence entre la température superficielle du solide et

la température du fluide (100°C).

température a chaque instant du refroidissement. Par
approches successives, on essai¢ aussi de déterminer
avec plus de précision les conditions aux limites, en
vérifiant que la répartition de température calculée est

en bonne corrélation avec P'évolution mesurée de la

fonction discontinue de la température de la surface
température au centre de 'éprouvette.

O(R, z, 1) et B(r, H, 1) du solide. On cherche comment
la température 8(r, z, t) évolue dans le temps.

L’équation parabolique de la diffusion de la chaleur
s'écrit:
METHODES DE SOLUTION

&0 180 020
Le probléme exposé peut se formaliser ainsi:

1¢o
o i e T
avec
un cylindre fini (0 < r < Ret — H € z < H), de diffu- i
sivité thermique constante «, est initialement (au temps o=,
t < 0)a une température uniforme 8,. Il est brutalement pe
plongé dans un fluide maintenu 4 une température 6,,.
Ceci impose une densité de flux de chaleur qui est une

4 est la conductivité thermique, p la masse volumigue,
¢ la chaleur spécifique.
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Les conditions aux limites (compte tenu de la
symétrie cylindrique) sont les suivantes:

t=0:0=0ypour 0<r<RetO0<zg<H

o0 a0
0:— =0, — =0
> 0rlr=o 0ziz=0
o0 o0
*Ta = f(gR,z)-, - = f(()r,H)
Or |,=r 0z |;=q

ou la fonction fest définie par la Fig. 2.

Pour des questions de stabilité et de facilité de
programmation, nous avons décidé de choisir un
schéma implicite aux différences finies [6] associé a un
principe de superposition qui consiste & traiter le
probléme bidimensionnel comme la somme de deux
problémes monodimensionnels (méthode de Von
Newman) [7].

La symétrie cylindrique permet de ne prendre en
considération qu'un quart du cylindre (gradients de
température nuls sur 'axe et sur le plan médian).

axe du cylindre

plan median

Fic. 3. Notations utilisées dans le mailage
nécessaire au calcul.

A Taide des notations de la Fig, 3, le “maillage” a
Pintérieur du cylindre est défini de la fagon suivante:
I'axe est divisé en (N — 1) tranches d’épaisseur Az =
H/N—1 et le rayon en (M —1) tranches d’épaisseur
Ar = R/M — 1. Le réseau ainsi obtenu comporte (M - N)
point (i, /), i variantde 1l 4 M etjde 1a N.

Si T; ; est la température du point (i,j) 4 un instant
donné, les Laplaciens en z et en r sont donnés par les
relations:

529_ T 1—=2T j+ T j+1
ozt Az?
%0 100 _ Tioy j=2T ;4 Tivy

o ror Ar?
" 1 Tivr;—Tioy
(i— DAr 2Ar ’

Soit: T;% la répartition bidimensionnelle de la tem-
pérature au temps ¢, U;; la répartition monodimen-
sionnelle radiale au temps t+A:z, V;; la répartition
monodimensionnelle axiale au temps t + Az.

L’utilisation des formules précédentes nous permet

d’écrire par un calcul simple:

1
LI[1l—— Ui_ s+ (2- y
(1 2(i_])>U 1Lj+2-L1+ 1)U

avec 2<i<sM—1
I<j<N
et L1=1~£
Ar?

et —L2 Vi + (2 L241) V= L2 Vi = T% (1)

avec 2<j< N=-1

I<isM
At
et L2=a-_2.
Az

CONDITIONS LIMITES

Elles sont introduites dans le calcul par les relations
suivantes:

1. Sur le rayon

(a) . Le gradient nul sur 'axe impose U, ; =
U, ;d’ou
(2-L1+ 10U, ;—2-L1- Uy ;= T¥ 2)
avec

1<j<N

(b) . En surface on écrit la loi de Fourier

A
_E(UM-HJ“UM.}') = ¢

Aest la conductivité thermique, ¢ est le flux de chaleur
defini par la courbe de vaporisation pour la tempeé-
rature Ty} ;. Cette approximation est justifiée dans la
mesure ou T} ; est voisine de Uy, ; tant que I'incrément
de temps At est suffisamment petit.

On obtient alors:

1
—-L1 ~<1—2(T_1)>UMA1J

1

Y UL B
oM 2AM—~1)) 2
avecl <j < N.

2. Sur laxe
La démarche est identique 4 celle utilisée pour le
rayon. On obtient donc:

(@)jj=1]
(2-L241)-V;1—2-L2-V,, = T

avec 1 i< M.

29
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Table 1.
X R N : .
ntrée des données br = frany Entrée poinfr par point
o, A, R, H, M, ¥ H de la courbe de vapori—
- : = *
GO, Cax Az = T sation &= f (TSurface)
T, . =896 i=1,M ¢ =0 Calcul de
1l ° i=1, N Ll et L2
ey S = |
t=t+ At}-—.<j = I,N>———- Constitution du systéme
‘ tridiagonal pour les M
points d'un rayon.
: Appel du SOL\‘.S progr{annne
' d'interpolation qui cal-
: cule $ pour T;{ 5
3
S 1
Constitution du systéme 1
| tridiagonal pour les N m , Appel du sous—
points sur un axe . programme de
3 résolution ;
ApPel du sous programme X caleul des
d'interpolation qui cal- ! v, .
i,
cule ¢ pour Ti,N : ]
'
L)
[
)
3
Appel du sous-programme i N
é i .. =V, V., . - T. .
de résolution calcul ——-O-—-———-Tlll Vl,] + i3 i,
des Vv, .
1,]
* .
T, . =T, . jww Impression
1,3 1,] £, T, .
* 1L
(b)|j=N Le calcul peut alors se poursuivre en incrémentant

Az
—L2Vin L2+ ) Viy=TR—-L2.—-¢ (3)
A

avec | i< M.

Les relations (1), (2) et (3) forment un systéme
linéaire de N équations & N inconnues pour chaque j
(tel que 1 <j < N), et fournissent la répartition des
températures U; ;,+4, die au seul gradient en r. De
méme, les relations (1°), (2') et (3') fournissent les
Vi.j.e+a: dls au seul gradient en j.

Une méthode récursive, fondée sur la méthode
d’¢limination de Gauss [6], permet de résoudre aisé-
ment ces systémes tridiagonaux.

La répartition bidimensionnelle de la température
au temps {f + Af) s'obtient alors en ajoutant algébrique-
ment a la répartition au temps (T =T ;,). les
variations {5 — U, ; road € (T~ Vi jevad-

Soit T‘i‘j<l+AI = Ui,j,x+m+ V;,j,wm“‘ 7;,/‘,1

pourl <i<Metl <j<N.

On vérifie ensuite la position de chacun des points
de la surface extérieure par rapport a la condition limite
donnée par la courbe de vaporisation.

Ceci permet de choisir des pas de temps avec le
maximum d’efficacité, notamment pour décrire cor-
rectement la transition caléfaction ébullition nucléée,

le temps et en réutilisant les relations (1), (2), (3} et
(1, (29, (3') avec la nouvelle distribution bidimen-
sionnelle de temperature.

L’enchainement des calculs est donne par 'organi-
gramme ¢i-dessus.

RESULTATS

LaFig. 4 schématise les résultats d’un calcul. A partir
d’une courbe de vaporisation (Fig. 4a) que l'on rentre
point par point dans le calcul, on détermine I'évolution
des températures dans P'espace et dans le temps et, en
particulier, Pévolution dans le temps de la température
au centre de I'éprouvette. Cette évolution est com-
parée sur la Fig. 4(b), & la courbe de refroidissement
enregistrée expérimentalement pendant la trempe.

On note que l'accord est correct pour la courbe de
vaporisation choisie mais que cette courbe est quelque
peu différente de celle que donne la littérature dans le
cas du régime permanent 3, 8, 9].

On obtient aussi, a un instant donné, la topographie
des températures au sein du métal (Fig. 5). Ce résultat
que 'on ne peut obtenir par mesure directe, met en
évidence 'anisothermie superficielle de I’éprouvette. De
plus, la connaissance des températures & chaque instant,
en chaque point de la piéce, est fondamentale pour
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F16. 4. (a} Courbes de vaporisation. 1. En régime permanent. 2. Utilisée dans
le calcul.
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FiG. 4. (b) Courbes au centre de I'éprouvette. 1. Expérimentale. 2. Calculée A Paide
de la courbe de vaporisation {a.2).

635 aborder les études de la vaporisation du liquide cat
640 elle permet de connaitre les températures de la surface
645 d’échange que I'on ne sait pas mesurer correctement.
650 La détermination de la distribution de température est
655 indispensable pour étudier les contraintes thermiques
660 provoquées dans le solide par le refroidissement car

il faut calculer les dilatations différentielles au sein de
665 I'éprouvette.
670

DISCUSSION

Cette méthode, relativement facile 3 mettre en
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675 oeuvre, est exploitable, compte tenu de la capacité
1680 mémoire nécessaire (< 12K mots de 16 bits) sur un
685 minicalculateur.
690 Notons que le temps d’exécution est d’environ une
695 seconde par itération sur le temps pour 60 points a
Pintérieur du solide. Une des contraintes de la méthode
est de nécessiter un pas de temps assez petit voisin de
Nt =4+=1=44700 .. .. B . i ..
Centre - 0.02 s pour décrire la transition caléfaction—bullition
r L et I'ébullition nucléée. Ceci entraine un temps de calcul
Fi6. 5. Exemple de répartition de global assez long et des erreurs de troncature qui
la température au sein du solide & . . g
un instant donné [t = 13s sur la peuvent ne pas &tre négligeables en fin de calcul.

Fig. 4(b.13]. En pratique, le programme est adapté au calcul par
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simulation des courbes caractéristiques de vaporisa-
tion. Les refroidissements correspondants sont deter-
minés en enregistrant I'évolution de la température au
centre de I’éprouvette (courbe de refroidissement). La
démarche utilisée est fondée sur une méthode de tir.
A partir d'une courbe de vaporisation estimée, on
calcule la courbe de refroidissement que 'on compare
4 l'expérience et, pas a pas, on modifie la courbe de
vaporisation pour que le calcul représente “correcte-
ment” Iexpérience. Cette méthode est longue & mettre
en oeuvre et souflre du fait que le critére “correctement™
n’est pas explicitement mis en ¢vidence. Une méthode
numérique qui permettra d’obtenir directement la
meilleure courbe de vaporisation en utilisant un critére
du type énergie minimum devrait apporter une solution
a ce probleme.
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TEMPERATURE DISTRIBUTION INSIDE A CYLINDER IMMERSED
IN A VAPORISABLE LIQUID

Abstract—A numerical method for solving unsteady heat-conduction equation during quenching is

described. This method provides the bidimensional temperature distribution in a cylinder. It uses a finite

difference technique based upon an implicit scheme. Boundary conditions representing heat transfer

between a solid and a vaporisable liquid are used. Experimental temperature evolution can be compared

with the results provided by this method in the case of quenching in boiling water. Liquid vaporisation
characteristics can be obtained with this indirect way during the quench.

DIE TEMPERATURVERTEILUNG IN EINEM IN SIEDENDER FLUSSIGKEIT
ABGESCHRECKTEM ZYLINDER

Zusammenfassung—Es wird eine numerische Methode zur Losung der instationdren Wirmeleitgleichung
wihrend des Abschreckvorgangs beschrieben. Diese Methode liefert die zweidimensionale Temperatur-
verteilung in einem Zylinder. Die Methode geht von finiten Differenzen aus, welche auf einem impliziten
Schema beruhen. Als Randbedingung wird der Warmeiibergang zwischen einem Festkdrper und einer
siedenden Fliissigkeit verwendet. Fiir den Fall des Abschreckens in siedendem Wasser kénnen die nach
dieser Methode berechneten Werte mit dem experimentell ermittelten Temperaturverlauf verglichen
werden. Das Siedeverhalten kann auf diesem indirekten Weg wihrend des Abschreckens erhialten werden.

PACNPEAEAEHUE TEMIIEPATYPBI BHYTPU LUWJIMH/PA, OXJIAXIAEMOI'O
NCITAPAEMOU XHUIKOCTBIO

Annotauus — JJaHO onMcaHHe YMCAEHHOrOo METOla pelleHHs HeCTAUMOHAPHOIO YPaBHEHHS TEIo-

NPOBOAHOCTH MPHMEHHTENBHO K TPOLECCY 3aKalKA. DTOT METOA 03BOJIACT MOAY4YUTh OBYMEPHOE

pacnpelneeHHe TEMNEPATYPbI B KOHEYHBIX pA3HOCTSX Ha OCHOBE HesIBHOI cXeMbt. I parH4HbBIE YCIOBUS

OTpaX)aroT MPOUECC NEPEHOca TEia MEXAY TBEPABIM TEIOM M HCIAPSIeMOH XHIAKOCTbIO. DKCHepu-

MEHTaIbHbIC 3HAYEHUA TEMIIEPATYPhl MOXHO CPaBHUTH C PE3YJibTaTaMM, NOJIyYEeHHBIMH 3TUM METO-

JIOM TPH 3aKaJiKe B KHUMSALIEH BOAe. DTOT KOCBEHHBbIH MyTb MOXHO HCIOIb30OBATH A HOJyYEHHS
XapaKTEPUCTHK [MPOLIECCA MCNIAPCHHS XKHUIKOCTH BO PBEMS 3aKallKH.



