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RbumGNous prtsentons une mkthode numkrique qui permet de rksoudre I’Cquation de la chaleur 
appliquke aux pht-nom&tes instationnaires qui apparaissent pendant la trempe. Cette mkthode fournit 
la distribution bidimensionnelle de la tempkrature dans un cylindre au cows du refroidissement. Elle 
utilise une technique de difftrences finies baste sur un schkma implicite. 

On utilise les conditions limites reprksentant le transfert de chaleur entre un solide et un liquide 
vaporisable. On compare I’ttvolution exp&imentale de la tempkrature et les rkultats obtenus par cette 
mkthode dans le cas d’une trempe dam l’eau bouillante. 

Cette mkthode permet kgalement d’ktudier, d’une faGon indirecte, les caractiristiques de vaporisation 
d’un liquide pendant la trempe. 

NOTATIONS 

chaleur massique; 
demi hauteur du cylindre: 
coordon&es d’un point courant; 
nombre de points SW l’axe; 
nombre de points sur le rayon; 
rayon d’un point intkrieur du cylindre; 
rayon du cylindre; 
temps ; 
r&partition globale de la tempkrature; 
rirpartition de la tempbrature sur le rayon; 
r&partition de la temptrature sur l’axe; 
tote d’un point intkrieur du cylindre; 

$, diffusivit~ the~~que; 

pas d&pace sur le rayon; 
pas d’espace sur I’axe; 
den& de flux de chaleur; 
conductivitk thermique; 
masse volumique; 
tempkrature utilisCe dans l’hquation de la 
chaleur; 
tempkrature initiale. 

POSITION DU PROBLEME 

LA CONDUCTION de la chaleur au sein du mt?tal pen- 
dant la trempe provoque l’existence de gradients de 
tempbrature qui kvoluent rapidement au tours du 
temps. 11 est important de connaitre Wolution de la 
distribution de tempkrature & I’int&ieur de la pi&e 
trempCe pour prkvoir les contraintes qui s’y dCvelop- 
pent. Celles-ci ont en effet une influence considkrable 
sur le comportement du mattriau (usinabilitC, d&for- 
mations A l’usinage, tenue en fatigue). 

En pratique, la mesure pr&ise de quelques Cvolutions 
de tempttrature au sein de la pi&e est d&licate et ne 
petmet que des rCsultats ponctuels. De plus, if est im- 
possible de mesurer avec prkcision l’&olution de la 
temperature d’un point de la surface sans modifier les 

1 

ph&om&es diphasiques d’kchange thermique entre le 
solide et le liquide de trempe. 

Soit un cylindre de dimensions finies maintenu & 
une ternp~rature constante (par exemple SOOT) et 
immerge au temps t = 0 dans un liquide vaporisable 
comme l’eau bouillante. 

On sait [l-3], comme le schkmatise la Fig. I que, 
en un point de 1’Cprouvette le refroidissement s’effectue 
successivement selon trois modes d’kchange de chaleur : 

(a) la califaction qui survient h haute tempkrature: 
un film de vapeur isole l’kprouvette du liquide, le 
refroidissement est lent. 

(b) Rbullition nuclCCe, caractCri&e par un contact 
direct liquide de trempe-surface du m&al, qui 
apparait A une tem@rature dCterminte de la 
surface d’kchange: de grosses bulles de vapeur se 
forment h la surface du m&al et le refroidissement 
est tr&s rapide. 

(c) la convection, qui s’instaure progressivement: 
1’Cchange de chaleur s’effectue par mouvement 
de fluide et se ralentit consid&rablement. 

Ces ph&nom&nes sont caract6risbs par une courbe 
de vaporisation, dite “courbe de Nukiyama” [4] 
(Fig. 2), qui dCfinit le domaine d’existence des diffbrents 
rCgimes. Notons que cette courbe, CaractCristique du 
liquide, est obtenue par des expkriences dklicates de 
rtgime permanent et peut servir de condition limite 
pour l%tude math~matique des refroidissements par 
trempe. 

Le problbme se compiique encore si, comme le 
montre le clicht: de la Fig. 1, on note l’existence de 
gradients de temp&rature axiaux qui sont rCvClt?s par 
la coexistence des diffkrents modes de vaporisation B 
la surface de l’6prouvette [S]. 

En pratique, on sait mesurer correctement les vari- 
ations en fonction du temps de la tempkrature du 
centre gtomktrique de 1’Cprouvette. Connaissant 
l’allure approximative des conditions aux limites indi- 
q&es par la courbe de vaporisation, on cherche i 
determiner la r&partition dans l’espace @(r,z) de la 
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FIG. 1. (a) Courbe de refroidissement (temp&ature au centre fonction du temps. 
d’une bprouvette en nickel 4 = 16mm, 2H = 48mm) trempie depuis XOO”C dans 
I’eau bouillante. (b) Photographie de Rprouvette pendant la transition caltfaction- 

6bullition nuclt&e. 
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FIG. 2. Courbe de Nukiyama [4] dans le cas de I’eau bouillante. qui 
Porte, en rbgime permanent, la densit de flux de chaleur extraite. en 
fonction de la difference entre la tempkrature superficielle du so&de et 

la temp~ratllre du fluide (1OO”C). 

temperature a chaque instant du refroidissement. Par 

approches successives. on essaie aussi de determiner 
avec plus de precision les conditions aux limites, en 
v~rifiant que la repartition de temperature calculee est 
en bonne corrBation avec I’evolution mesuree de la 
temperature au centre de I’eprouvette. 

METHODES DE SOLUTION 

Le probltme expose peut se formaliser ainsi: 
un cylindre fini (0 < r < R et -H < z < H), de diffu- 

sivite thermique constante n, est initialement (au temps 
r d 0) B une temperature uniforme 8e. 11 est brutaIement 
plonge dans un fluide maintenu a une temperature 0,. 
Ceci impose une densite de flux de chaleur qui est une 

fonction discontinue de la temperature de la surface 
O(R, z, t) et O(r, N, t) du solide. On cherche comment 
la temperature B(r, z, t) evolue dans le temps. 

~~quation parabo~ique de la delusion de la chaleur 
s’&ri t : 

avec 

1 
a=--, 

pC 

1 est la conductivite thermique, b) la masse volumique, 
c la chaleur specifique. 
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Les conditions aux hmites (compte term de la 

symetrie cylindrique) sont les suivantes: 

f=O:O=Q, pour O<r,<R et O<z<H 

f>o:q_o=o. ~I,=,=0 
so 
c’r ,=R 

= .f(OR,J. ; r=H = f(O,,H) 

on la fonctionfest definie par la Fig. 2. 
Pour des questions de stabilite et de facilite de 

programmation, nous avons decide de choisir un 

schema implicite aux differences finies [6] associe a un 

principe de superposition qui consiste a traiter le 
probleme bidimensionnel comme la somme de deux 

problemes monodimensionnels (methode de Von 

Newman) [7]. 
La symetrie cylindrique permet de ne prendre en 

consideration qu’un quart du cylindre (gradients de 
temperature nuls sur l’axe et sur le plan median). 

axe du cylindre 

I 

j ~___________.__,i.j 
0 

plan midian 

I M 

r- 

FIG. 3. Notations utiliskes dans le mailage 
nkessaire au calcul. 

A l’aide des notations de la Fig:3, le “maillage” a 
I’interieur du cyhndre est defini de la facon suivante: 

l’axe est divise en (N - 1) tranches d’epaisseur AZ = 
H/N - 1 et le rayon en (M - 1) tranches d’epaisseur 
Ar = R/M - 1. Le reseau ainsi obtenu comporte (M . N) 
point (i,j), i variant de 1 a M et j de 1 a N. 

Si T,j est la temperature du point (i, j) h un instant 

don& les Laplaciens en z et en r sont donnes par les 
relations: 

220 T,j-lb2T,j+7;,j+1 
-_= 

d2 AZ* 

8*0 120 
jp+;G= 

T-l.je2T,j+ T+l,j 

Ar2 

Soit: T$ la repartition bidimensionnelle de la tem- 
perature au temps t, Ui,j la repartition monodimen- 
sionnelle radiale au temps t+At, K,j la repartition 
monodimensionnelle axiale au temps t + At. 

L’utilisation des formules prectdentes nous permet 

d’ecrire par un calcul simple: 

q-&) Vi-l,j+(2.Ll+l)Ui,j 

-L~'(l+&)(i,+l,j= T; Cl) 

avec 2<i<M-l 

l<j<N 

At 

et L1 = YG 
et -L2’l/;,j-,+(2’LZ+l)‘~:,-L2’~,j+, = 7$ (1’) 

avec 2<j<N-1 

l<i,<M 

At 
et L~=cc.~. 

CONDITIONS LIMITES 

Elles sont introduites dans le calcul par les relations 

suivantes : 

1. Sur le ruyon 

(a) 1 i = 1 1. Le gradient nul sur l’axe impose U0.j = 

U2.j d’oii 

(2’Ll+l)Ul,j_2’Ll’U2,j= Tfj (2) 

avec 

l<j<N 

(b) vi=M(. E n surface on ecrit la loi de Fourier 

1 est la conductivite thermique, 4 est le flux de chaleur 
defini par la courbe de vaporisation pour la tempe- 

rature TJ,j. Cette approximation est justifiee dans la 
mesure oti T$,j est voisine de U,,j tant que l’increment 
de temps At est suffisamment petit. 

On obtient alors: 

(3) 

avecldj<N. 

2. Sur I’axe 

La demarche est identique a celle utilisee pour le 
’ rayon. On obtient done: 

(a) 1 j=l 1. 

(z~L2+1)~1/;,,--2~L2~~,, = TiTr 

avec 1 G i < M. 

(2’) 
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Table I. 

R 
Ar = M_i EntrCe point par point 

AZ = & 

- .de la courbe de vapori- 

sation @ = f (T&face) 
L 

+ 

j = I,N Constitution du syst&ne . 

I 
tridiagonal pour les M 

I 
points d’un rayon. 

I Appel du SOUS programme 

i d’interpolation qui cal- 
f cule 61 pour T; j 

L__________________ 1 

constitution du systPme I t 
_ tridiagonal pour les N Appel du sous- 

points suf un axe . programe de 

Appel du sous programme 
3 r6solution ; 
, 

d’inrerpolation qui cal- 
calcul des 

cule $ pour Tf N I “i,j 
I 

@t jj= 

avec 1 6 i < M. 

Les relations (I), (2) et (3) forment un systcme 
lineaire de N equations a N inconnues pour chaque j 

(tel que 1 <j < N), et fournissent la repartition des 
temperatures li,,j,f+_\f dtie au seul gradient en r. De 
meme, les relations (l’), (2’) et (3’) fournissent les 

t4,,,,+,* dtis au seul gradient en j. 

Une methode recursive, fondle sur la methode 
d’ehmination de Gauss [6], permet de resoudre aise- 
ment ces systcmes tridiagonaux. 

La r&partition bidimensionnelIe de la temperature 
au temps (r + At) s’obtient alors en ajoutant algtbrique- 

ment a la repartition au temps (T? = T,j,z), les 
variations (?;s- C;,j,t+l\*) et (T:-- ~,j,t+ar). 

Soit T,j.I+,Q = ci,.j,l+A*+ K,~,t+a~-7Y,j,~ 

pourldi<Metl<j<N. 
On vtrifie ensuite la position de chacun des points 

de la surface exterieure par rapport a la condition limite 
donnee par la courbe de vaporisation. 

Ceci permet de choisir des pas de temps avec le 
maximum d’efficacite, notamment pour dkcrire cor- 
rectement ia transition calefaction ebullition nuclet-e. 

Le calcul peut alors se poursuivre en incrementant 
le temps et en reutilisant Ies relations (l), (2). (3) et 
(I’), (2‘), (3’) avec la nouvelle distribution bidimen- 

sionnelle de temperature. 
L’enchainement des calculs est donne par I’organi- 

gramme ci-dessus. 

RESULTATS 

La Fig. 4 schematise les resultats dun calcul. A partir 
dune courbe de vaporisation (Fig. 4a) que I’on rentre 
point par point dans le calcul, on determine l’evolution 
des temperatures dans I’espace et dans le temps et, en 
particuher, I’evolution dans le temps de la temperature 
au centre de l’eprouvette. Cette evolution est com- 
par&e sur Ia Fig. 4(b), a la courbe de refroidissement 
enregistree ex~rimentalement pendant la trempe. 

On note que l’accord est correct pour la courbe de 
vaporisation choisie mais que cette courbe est quelque 
peu diffirente de celle que donne la litterature dans le 
cas du regime permanent [S, 8,9]. 

On obtient aussi, a un instant donne, la topographie 
des temperatures au sein du metal (Fig. 5). Ce resultat 
que l’on ne peut obtenir par mesure directe, met en 
evidence l’anisothermie superficielle de l’eprouvette. De 
plus, la connaissance des temperatures h chaque instant, 
en chaque point de la piece, est fondamentale pour 
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FIG. 4. (a) Courbes de vaporisation. 1. En rCgime permanent. 2. UtilisCe dans 
le calcui. 
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FIG. 4. (b) Courbes au centre de I’kprouvette. 1. Expkimentale. 2. Calcuke g i’aide 
de la courbe de vaporisation (a.2). 

aborder les ktudes de la vaporisation du liquide car 
elle permet de connaitre les temperatures de la surface 
d&change que l’on ne sait pas mesurer correctement. 
La determination de la distribution de temperature est 
~ndis~nsable pour Ctudier les contraintes thermiques 
provoquees dans le solide par le refroidissement car 
il faut calculer les dilatations differentielles au sein de 
I’eprouvette. 

DECUSSION 

Cktte m&ode, relativement facile a mettre en 
oeuvre, est exploitable, compte tenu de la capacite 
memoire necessaire (K 12K mots de 16 bits) sur un 
minicalculateur. 

Centre 
T” 

FIG. 5. Exemple de r&partition de 
la temperature au sein du solide B 
un instant donn6 [t = 13s sur la 

Fig. 4(b.l)]. 

Notons que le temps d’execution est d’environ une 
seconde par iteration sur le temps pour 60 points a 
l’intirieur du solide. Une des contraintes de la methode 
est de necessiter un pas de temps assez petit voisin de 
0.02 s pour decrire la transition calefaction-ebullition 
et l’ebullition nucleee. Ceci entraine un temps de calcul 
global assez long et des erreurs de troncature qui 
peuvent ne pas &tre neghgeables en fin de calcuf. 

En pratique, le programme est adapte au calcul par 
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simulation des courbes caractkristiques de vaporisa- 
tion. Les refroidissements correspondants sont dkter- 
minks en enregistrant I’ivolution de la tempt!rature au 
centre de I’kprouvette (courbe de refroidissement). La 3’ 
dkmarche utiliske est fond& sur une mithode de tir. 
A partir d’une courbe de vaporisation estimk. on 4. 
calcule la courbe de refroidissement que I’on compare 

<I I’expkrience et, pas B pas. on modifie la courbe de 
vaporisation pour que le calcul reprksente “correcte- 5, 

ment” I’expkrience. Cette mtthode est longue :i mettre 
en oeuvre et souffre du fait que le critkre “correctement” 

n’est pas explicitement mis en ividence. Une mkthode 

numkrique qui permettra d’obtenir directemcnt la 

6, 

meilleure courbe de vaporisation en utilisant un critere 7. 
du type knergie minimum devrait apporter une solution 

in ce probli-me. 8 
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TEMPERATURE DISTRIBUTION INSIDE A CYLINDER IMMERSED 
IN A VAPORISABLE LIQUID 

Abstract- A numerical method for solving unsteady heat-conduction equation during quenching is 
described. This method provides the bidimensional temperature distribution in a cylinder. It uses a finite 
difference technique based upon an implicit scheme. Boundary conditions representing heat transfer 
between a solid and a vaporisable liquid are used. Experimental temperature evolution can be compared 
with the results provided by this method in the case of quenching in boiling water. Liquid vaporisation 

characteristics can be obtained with this indirect way during the quench. 

DIE TEMPERATURVERTEILUNG IN EINEM IN SIEDENDER FLUSSIGKEIT 
ABGESCHRECKTEM ZYLINDER 

Zusammenfassong-Es wird eine numerische Methode zur Lb;sung der instationsren Wdrmeleitgleichung 
wghrend des Abschreckvorgangs beschrieben. Diese Methode liefert die zweidimensionale Temperatur- 
verteilung in einem Zylinder. Die Methode geht von finiten Differenzen aus, welche auf einem impliziten 
Schema beruhen. Als Randbedingung wird der WCrmelbergang zwischen einem FestkGrper und einer 
siedenden Fliissigkeit verwendet. Fiir den Fall des Abschreckens in siedendem Wasser k(innen die nach 
dieser Methode berechneten Werte mit dem experimentell ermittelten Temperaturverlauf verglichen 
werden. Das Siedeverhalten kann auf diesem indirekten Weg wdhrend des Abschreckens erhalten werden. 

PACnPEAEJlEHME TEMnEPATYPbI BHYTPM UMJIMHAPA, OXJIAxfiAEMOTO 
MCrIAPxEMOfi XKMAKOCTbIO 

AHHoTaqIm - AaH 0micaHHe YAcneHHoro MeToaa pemeHHn HecTauRoHapHoro ypasnemis Tenno- 
,,pOBOAHOCTH npAMeHRTenbH0 K n,,OUeCCy 3aKaAKM. 3TOT MCTOA n03BOAReT IIOflyWTb AByMepHOe 

~aC"~eAeA~HIteTeM~e~aTy~blBKOHc~HbIX~a3HOCTIIXHaOCHOBeHcRBHOjiCXeMb,. rpaHWiHblCyCflOBHS3 

OTpawtafOT IIpOUeCC I'IepeHOCa TeIIAa M'SKAy TBepAbIM TeAOM II HCIIapSTeMOfi XGiAKOCTbK). 3KCIlepW 

MeHTanbHbIe 3HaYeHHR TeMIIepaTypbI MOsHOCpaBHllTbC pe3yAbTaTaM‘%,IIOAyYeHHblMI4 STAM MeTO- 

AOM npa 3aKanKe B KAnnuea BoAe. 3~0~ KocseHablfi nyTb MO~CHO ncnonb30BaTb Ann nonyseaafl 
xapaKTepacTHK npouecca IiCnapeHIUI ~HAKOCTII ~0 psehfn 3aKanKH. 


